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Resume. We give a moduli interpretation of the outer automorphism group Out of a finite di- 
mensional algebra similar to that of the Picard group of a scheme. We deduce that the connected 
component of Out is invariant under derived and stable equivalences. This allows us to transfer 
gradings between algebras and gives rise to conjectural homological constructions of interesting 
gradings on block of finite groups with abelian defect. We give applications to the lifting of 
stable equivalences to derived equivalences. We give a counterpart of the invariance result for 
smooth projective varieties : the product Pic% Aut is invariant under derived equivalence. 
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1. Introduction 

II est classique qu'un automorphisme a d'une algebre de dimension finie A fournit une version 
tordue A a du bimodule regulier et qu'on obtient ainsi une bijection entre automorphismes 
exterieurs et classes d'isomorphismes de bimodules, libres de rang 1 commes modules a gauche 
et a droite. Dans ce travail, nous donnons une version geometrique de ce resultat (theoreme 
13. 14j) . Le groupe des automorphismes exterieurs represente le foncteur qui associe a une variete 
S le quotient du groupe des classes d'isomorphisme de (A en ®(9s)-bimodules qui sont localement 
libres de rang 1 comme (A® (!?s)-modules et comme (A° ® (9s)-modules par Pic(S' x Spec ZA). 
Le resultat classique s'en deduit par passage aux points fermes (i.e., cas oil S est un point). 
Ceci est a rapprocher de la description de la variete de Picard d'une variete projective lisse X 
comme representant le foncteur S i— > Pic(X x S) / Pic(S') . 

Nous deduisons de cette description de Out que la composante connexe Out de l'identite 
est invariante par equivalence de Morita (theoreme 14.2)) . resultat du a Brauer [Poj . De maniere 
similaire, on deduit l'invariance de Out par equivalence derivee (theoreme 14.61) . resultat obtenu 
independamment, et par des methodes differentes, par B. Huisgen-Zimmermann et M. Saorin 
[HuiSaj . Nous donnons aussi une version de ce resultat pour les geometres : pour une variete 
projective lisse, le produit Pic x Aut° est invariant par equivalence de categories derivees 
(theoreme 14. 18)) . 

Le cas d'equivalences stables entre algebres auto-injectives est plus delicat. La rigidite des 
modules projectifs est bien connue, celle de facteurs directs projectifs n'est pas nouvelle non 
plus. Ces proprieties sont de nature locale et nous avons besoin d'un critere qui nous assure 
de la presence globale d'un facteur direct projectif, a partir d' informations ponctuelles. C'est 
l'objet de la proposition 14.111 On deduit alors l'invariance de Out par equivalence stable de 
type de Morita entre algebres auto-injectives (theoreme 14.151) . 

Nous en deduisons la possibility de transporter des graduations par de telles equivalences : 
en particulier, on s'attend, de cette maniere, a obtenir des graduations interessantes pour les 
blocs a defaut abelien des groupes finis (car l'algebre de groupe d'un p-groupe fini sur un corps 
de caracteristique p admet une graduation compatible aux puissances du radical) ou pour les 
algebres de Hecke aux racines de l'unite. 

Le bloc principal de la categorie O d'une algebre de Lie semi-simple complexe peut etre 
munie d'une "graduation" extremement interessante - - les polynomes de Kazhdan-Lusztig 
s'interpretent alors comme les multiplicites graduees des modules simples apparaissant dans les 
modules de Verma. Cette graduation provient de l'equivalence avec une categorie de faisceaux 
pervers sur la variete des drapeaux, ou la graduation provient des structures de poids (struc- 
ture de Hodge mixte ou action de l'endomorphisme de Frobenius). La graduation a aussi ete 
construite algebriquement par Soergel |Soej et notre travail est en ce sens une continuation de 
celui de Soergel. 

Notre travail montre qu'un phenomene similaire doit se passer pour les blocs a defaut abelien 
de groupes finis, malgre l'absence de geometrie pour l'interpreter. L'utilisation de ces gradua- 
tions pour prouver la conjecture du defaut abelien de Broue se heurte au probleme de positivite 
des graduations obtenues. Le point clef est le relevement d'equivalences stables en equivalences 
derivees. Nous montrons que de tels relevements existent pour les algebres extension triviale 
d'une algebre hereditaire (theoreme 16.181) . Des resultats similaires dans le cas oil le type de 
representation est fini sont dus a Asashiba, qui avait utilise des methodes de recouvrement 
pour relever des equivalences stables en equivalences derivees [Aslj . 
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Je remercie M. Broue, D. Huybrechts et J.-P. Serre pour leurs commentaires et leurs sugges- 
tions, et A. Yekutieli, pour des discussions qui ont considerablement aide ma comprehension 
de ce travail. 

Les resultats de cet article ont ete exposes en 2000-2002 (Paris, Chicago, Constanta, Yale, To- 
kyo, Osaka, Oberwolfach, Londres, Grenoble) et annonces plus recemment dans [Rou3t §3.1.2]. 
Une version preliminaire de cet article a circule en 2000-2001. 

2. Notations 

On prend pour k un corps algebriquement clos. Par variete, on entend un schema separe 
reduit de type fini sur k. Par groupe algebrique, on entend un schema en groupe affine lisse de 
type fini sur k. Si X est un schema affine et x un point ferme de X, on note m x l'ideal maximal 
correspondant de T(X). 

On ecrira (g) pour <£>}.. 

Soit A une fc-algebre. On note A° l'algebre opposee et on pose A en = A <g> A . On note J (A) 
le radical de Jacobson de A et on pose J 1 {A) = J{A) 1 . On note soc l (A) l'annulateur de J* (A) 
dans A. On note A-mod la categorie des A-modules a gauche de type fini et D b (A) sa categorie 
derivee bornee, lorsque A est coherent. 

Si A est de dimension finie et M G A-mod, on note Pm une enveloppe projective de M. On 
note Q A M le noyau d'une surjection P M -»■ M. On pose Q° A M = M et Q A M = n A ( l D, i ^ 1 M) 
pour i > 0. Si Im est une enveloppe injective de M et M — > Im est une injection, on note 
son conoyau. On definit par induction Vt A l M = Vt A l {Vt A l+l M) pour i > 1. 

Pour une algebre graduee A, la categorie A-modgr designera la categorie des A-modules 
gradues (de IX1GIX1G pOlir let CcltG gorie stable A-stabgr). Pour V un A- module gradue, on note W = 
V(i) le A-module gradue donne par Wj = V i+ j. On note Homgr(y, V ) = ® i Hom(V, V'(i)). 
Pour V un fc-espace vectoriel, on note V* = Rom k {V, k) le dual /c-lineaire. 

Soit X une variete sur k. Pour x point de X, on note k(x) le corps residuel en x (corps des 
fractions de O x /m x ). Pour T un Cx-module, on note T{x) = T x ®o x k(x). On ecrira parfois 
"x G X" pour "x est un point ferme de X" . 

3. Groupes d'automorphismes d'algebres de dimension finie 
3.1. Structure. 

3.1.1. Soit k un corps algebriquement clos et A une fc-algebre de dimension finie. 

Soit G un groupe algebrique d'automorphismes de A. Soit : A — > A ® Oq le morphisme 
associe. Alors, est un morphisme d'algebres (en particulier, g ■ (ab) = (g-a)(g- b) pour g G G 
et a, b G A). En outre, on a un diagramme commutatif 

A® O g 

■*■ A <g> O g <g> O g 

•a 

ou A : Oq — > Oq <S> Oq est la comultiplication (en particulier, g-(g'-a) = (gg f ) ■ a pour g,g' G G 
et a G A). 



A — 

A®O g 
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3.1.2. On a une suite exacte de groupes algebriques : 

1 1 + J (A) ^ A x ^ (A/J(A)) X -> 1 

et 1 + J (A) est le radical unipotent de A x . On a une filtration 1 + J (A) D 1 + J 2 (A) D • • ■ 
dont les quotients successifs sont des groupes unipotents commutatifs G r a . 

Soit S une sous-algebre semi-simple maximale de A, i.e., l'image d'une section du morphisme 
d'algebres A -»■ A/ J (A). On a, A = S ® J A et A x = (1 + J (A)) x S x . 

Soit Aut(A) le groupe d'automorphismes de A (vu comme schema en groupe sur k). On note 
Int(A) son groupe d'automorphismes interieurs, image de A x par le morphisme de conjugaison 
ad : A x — > Ant(A), a i — >• (6 i — >■ aba^ 1 ). C'est un sous-groupe ferme distingue connexe. 

On a une suite exacte 

1 -> (ZA) X ->• A x -> Int(A) ->■ 1. 
Elle fournit une decomposition 

Int(A) = ((1 + J{A))/{1 + J(ZA))) x (S X /((ZA) X n S x )) . 

Lemme 3.1. So^ if un sous-groupe ferme distingue d'un groupe algebrique G et f : G G/H 
le morphisme quotient. Si H est extension de groupes additifs G a et de groupes multiplicatifs 
G m , alors, f est localement scinde comme morphisme de varietes. 

Demonstration, (cf jSel VII §1.6]) II suffit de demontrer le lemme lorsque G/H est connexe. 
Soit r\ le point generique de G/H. Son image inverse dans G est un espace homogene principal 
sous H, done est trivial, i.e., possede un point rationnel sur k{v/) (car un espace homogene 
principal sous un groupe G a ou G m est trivial). Un tel point fournit une section rationnelle du 
morphisme /. □ 

II resulte du lemme 13.11 que 

Proposition 3.2. Le morphisme canonique de varietes A x — > lnt(A) est localement scinde. 

3.1.3. Soit Out (A) le groupe quotient Aut(A)/Int(A). La composante connexe de l'identite 
Aut°(A) de Aut(A) est contenue dans le sous-groupe Aut K (A) des elements qui fixent les 
classes d'isomorphisme de modules simples (=qui agissent interieurement sur A/ J A). On note 
Out* (A) le sous-groupe de Out (A) definit de maniere similaire. 

Si A = Ai x A 2 , alors Out (A) = Out°(Ai) x Out (A 2 ). Si A est simple, alors Out (A) = 1. 

Soit F(A) le sous-groupe ferme distingue de Ant (A) forme des elements qui agissent trivia- 
lement sur A/J(A). 

Puisque le morphisme d'algebres A — >■ A/ J (A) est scinde et que Ant (A /J (A)) = lnt(A/ J(A)), 
on deduit que Ton a une suite exacte scindee 

1 -)• F(A) -)• Aut°(A) -)• lnt{A/J{A)) -> 1 
et Aut°(A) = F(A) ■ Int(A), i.e., le morphisme canonique F(A) — > Ont°(A) est surjectif. 
On a 

F(A) n lnt(A) = ((1 + J(A))/(1 + J{ZA))) x ({Z S) x / \{Z A) x n 5 X )) . 

On deduit du lemme 13.11 que les morphismes canoniques 1 + J (A) — > F(A) D Int(A) et 
F(A) —7- Out°(v4) sont localement scindes. 
En particulier, on a 

Proposition 3.3. Le morphisme de varietes Ant(A) — > Out (A) est localement scinde. 
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Proposition 3.4. On a Aut* (A) = C AutiA) (S) ■ Int(A). 

Demonstration. Tout d'abord, les elements de C Aut (A)(S) et Int(v4) fixent les classes d'isomor- 
phisme de ^4-modules simples. 

On prend (j) G AvX K (A). Alors, 4>{S) est conjuguee a S |Th[ Theoreme 7.3(c)]. Quitte a 
changer </> par un automorphisme interieur, on peut supposer <f)(S) = S. Par hypothese, <ft induit 
alors un automorphisme interieur de S. Done, quitte a multiplier par un element inversible de 
5*, on se ramene au cas ou (f> agit trivialement sur S. □ 

Remarque 3.5. Soit G(A) le sous-groupe de F(A) des elements qui agissent trivialement sur 
JA/J 2 A. Alors, G(A) agit trivialement sur J l A/J %+1 A pour tout i, done G(A) est unipotent 
(notons au passage que Aut (A) est contenu dans le sous-groupe parabolique de Endfc_ mo d(^4) x 
fixateur du drapeau A D J A D J 2 A D • ■ ■ et que G(A) est l'intersection du radical unipotent 
de ce sous-groupe parabolique avec Aut (A)). 
Ainsi, le noyau de l'application canonique 

F{A) -)• End {A/J{AmA/J{A)) °(JA/J 2 A) x 

est unipotent : la partie reductive de Out (A) se retrouve dans Taction de F(A) sur l'espace 
cotangent. 

Notons enfin que End (A/ j (AmA/J(A)) o ( JA/J 2 A) X ~ ]J VW GL(Ext^(V, W)), ou V,W par- 
courent un ensemble de representants des classes d'isomorphisme de A-modules simples (lemme 
15.21) . On dispose de representations de F(A) sur les Ext A (V, W) et la somme de ces representations 
a un noyau unipotent. En particulier, si ces Ext 1 sont de dimension ou 1, alors F(A) (et done 
Out (A)) est resoluble. 

Remarque 3.6. Le lecteur interesse pourra considerer la version schematique Aut' du groupe 
des automorphismes. Soit A = k[x]/x 2 . Si k n'est pas de caracteristique 2, alors Aut' (A) ~ G m 
est reduit. Par contre, lorsque k est de caracteristique 2, Aut' (A) est un produit semi-direct 
E/N x G m ou C/W est le noyau de l'endomorphisme de Frobenius x — > x 2 sur G a . Dans ce cas, 
Aut' (A) n'est pas reduit. 

Remarque 3.7. On a une suite de sous-groupes de Aut (A), correspondant aux fixateurs des 
J* (A). 

Remarque 3.8. Notons que les endomorphismes de fc-algebres (unitaires) de A preservent J A. 
En effet, soit S une sous-algebre semi-simple maximale de A. Soit a un endomorphisme de A. 
Alors, la composition S — > A — — > A — > A/ J A est un morphisme d'algebres unitaires entre 
deux algebres semi-simples isomorphes, done est un iso morphisme. Par consequent, le noyau 
du morphisme surjectif A — — >■ A — > A/ J A est J A, done a(JA) C J A. 

Les endomorphismes non unitaires de A ne preservent pas necessairement J A. La representation 
reguliere de k[x]/(x 2 ) fournit un plongement de k[x]/(x 2 ) dans M2(k). En prolongeant par 0, 
on obtient un endomorphisme non unitaire de A = k[x]/(x 2 ) © M^/c), injectif sur J A, d'image 
ayant une intersection nulle avec J A. 

3.2. Families algebriques d'automorphismes et bimodules. 

3.2.1. Soit S une variete. On note 5 : S — > S x S le plongement diagonal. Se donner un 
morphisme tt de S dans l'espace des endomorphismes de fc-espace vectoriel de A revient a se 
donner un morphisme p : A — > A ® 0$ de faisceaux de fc-espaces vectoriels sur S. Demander 
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que le morphisme n soit a valeur dans l'espace des endomorphismes d'algebre revient a deman- 
der que p soit un morphisme d'algebres. Demander que / soit a valeurs dans la variete des 
endomorphismes inversibles revient a demander que le morphisme 

p ® 1 : A ® O s A®O s ®O s A®O s 

soit un isomorphisme (i.e., pour tout point ferme x de S, le morphisme compose A A ® 
Os — > A ® = A est un isomorphisme). 

Soit V A (S) 1' ensemble des morphismes d'algebres p : A — > A <g> O s tels que p <g> 1 : A <g> O s — > 
A <S> Os est un isomorphisme. 

On munit V A {S) d'une structure de groupe par 

p * p' : A A A <g> Os ^ A <g> C s . 
Soit : S" — )• 5 un morphisme de varietes. On a alors une application canonique 

V A (S) ->• ^(AAt1®0 s A ® S ,)- 

On obtient ainsi un foncteur V A de la categorie des varietes vers la categorie des groupes : il 
est represents par Aut(A). 

3.2.2. Soit C A (S) l'ensemble des couples (M, /) oil M est un (A en ® £> 5 )-module, libre de 
rang 1 comme (A ® (9s)-module et comme (A° ® (9s)-module et / est un isomorphisme de 
(A <g> C s )-modules de M vers A <® C 5 . 

On definit un produit par (M, /) * (M', /') = ((M ® A M') ®o s ®o s O s , f") oil f" = h® id 0s 
et /i est l'isomorphisme de (A®Os® Os) -modules 

h:M® A M' idM0/, > M ® A ^4 <g> C s ^> M <g> O s md ° s ) A <g> C 5 <g> C 5 . 
Soit : S" — >■ S un morphisme de varietes. On alors une application canonique 

C A (S)^C A (S'), (M,f)^(<f>*M,f) 

ou /' : <p*M ^\ <j>*(A ®Os)^>A® O s >. 

On dit que (M, /) et (M', /') sont isomorphes si f~ l f : M' — >■ M est compatible a Taction de 
A , i.e., si c'est un isomorphisme de (A cn <g> (9s)-modules. On note ^(S 1 ) le groupe des classes 
d'isomorphisme d'elements de C A (S). 

On a construit un foncteur C A de la categorie des varietes vers la categorie des groupes. 

Proposition 3.9. Le foncteur C A est represents par Aut(A). 

Demonstration. On construit un isomorphisme T> A C A . 

Soit p E V A (S). On definit M = A ® O s comme (A ® C 5 )-module et Taction de a G A° est 
donnee par multiplication a droite par p(a). On prend pour / Tidentite. Alors, (M, /) e Ca(-S') 
et on a construit un morphisme de foncteurs £> A — > C A . 

On construit Tinverse comme suit. Soit (M, /) e Cyi(S'). On a un isomorphisme canonique 
(multiplication a droite) 

A®O s ^ End^0o s (A <g> S ). 
Via /, il induit un isomorphisme 

a : A®O s ^End A ® 0s (M). 
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Finalement, on obtient un morphisme d'algebres 

p : A -> End A ®a 3 (M) ^\a®O s 
ou la premiere fleche est donnee par Paction a droite de A sur M. Alors, p G T>a{S). □ 

3.2.3. Soit e : k — > A® A* — > A® Oa — > A eg) (9^x ou la premiere fleche est le morphisme 
canonique, la seconde fleche est l'inclusion des fonctions lineaires sur A dans l'espace des fonc- 
tions polynomiales et la troisieme fleche provient de l'inclusion de A x dans A. Alors, le mor- 
phisme A — > A <g> Oax associe par la correspondance de §3.2.11 au morphisme de conjugaison 
A x — >■ Ant (A) est donne par a >->■ £(l)ae(l) -1 . 

Soit (M,f) G C^S 1 ). Alors, le morphisme associe 7r : 5 — >■ Aut(A) se factorise par A x si et 
seulement si M ~ A <g> O5. Via un tel isomorphisme, / est la multiplication a gauche par un 
element ( G r(A eg) (9s) x . Le morphisme p associe est a (->• C a C _1 - 

Plus generalement, le morphisme 5 — >■ Aut(A) associe a (M,f) G C A (S) est a valeur dans 
Int(A) si et seulement si M est localement isomorphe a A eg 0s (cf proposition I3.2p . 

Le morphisme deduit S —> Out (A) ne depend que de M, et pas de /. 

3.3. Families d'automorphismes exterieurs. 

3.3.1. Commengons par rappeler Interpretation classique des automorphismes exterieurs en 
terme de bimodules (cas ponctuel). 

Un A en -module M est inversible s'il existe un A en -module N tel que M eg a A ~ N eg a 
M ~ A comme A en -module. Soit Pic(A) le groupe des classes d'isomorphisme de A en -modules 
inversibles. 

Soit / G Aut(A). Soit Af le A en -module egal a A comme A-module, ou Paction de A° 
se fait par multiplication a droite precedee de / : c'est la construction de la preuve de la 
proposition 13. 9l pour S = Spec k. Alors, Af est inversible et on obtient un morphisme de groupes 
Aut(A) — > Pic(A) qui se factorise en une injection Out (A) — >■ Pic(A). Elle identifie Out (A) aux 
classes de modules M qui sont libres de rang 1 comme A-module et comme A°-module. Le 
sous-group e Out* (A) s'identifie au noyau du morphisme canonique Pic (A) — » Aut(A (A)), ou 
Kq(A) est le groupe de Grothendieck de la categorie des A- modules de type fini. En particulier, 
Out* (A) est un sous-groupe d'indice fini de Pic (A). 

3.3.2. Soit S une variete. On munit la categorie des (A cn <g> (9s)-modules d'une structure 
mono'idale donnee par M B N = M ® A ®o s N - 0n P ose MV = Hom A0Os (M, A g> O s ). 

On note Pic^(5') le groupe des classes d'isomorphisme de (A en eg 0s)-modules inversibles. On 
note Picas') le groupe des classes d'isomorphisme de (A en (9s)-moduPes M qui sont localement 
libres de rang 1 comme (A ® 0s)-module et comme (A <g> 0s)-Hiodule. C'est un sous-groupe 
de Pic A (S). 

Soit M G Pica(S) et soit x un point ferine de S. Alors, M(x) est un A en -module inversible 
et M(x) eg a — induit un automorphisme de K (A) (provenant d'une permutation de Pensemble 
des classes de modules simples). Si cet automorphisme est trivial, alors M(x) est libre de rang 
1 comme A- module et comme A°-module. En particulier, si les automorphismes de K (A) sont 
triviaux pour tout x, alors M G Pic A (S). 

On dispose d'un morphisme canonique 

Pic A (5) -»■ Pic A/JA (S), M ^ A/ J A ® A M ® A A/JA 
se restreignant en Pic f A {S) ->■ Pic f A/JA {S). On note B A {S) le noyau de ce morphisme. 
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Soient A\,Ai deux fc-algebres de dimension finie. On dispose d'un isomorphisme canonique 
B M {S) x B A2 (S) ^ B AlxA2 (S), (M 1 ,M 2 ) ^ M x ©M 2 . 

Soit : S' — > S un morphisme de varietes. On dispose d'un morphisme canonique 0* : 
Pic A (S) — > Pic A (S') se restreignant en B A (S) — > B A (S'). 

3.3.3. Soit M G Pic^S 1 ). II existe un recouvrement ouvert J 7 de S tel que M|j/ est libre de 
rang 1 comme (A <g> 0;y)-module et comme (A° <g) 0[/)-module, pour tout U G J 7 . Fixons un 
isomorphisme de (A <g> C^-modules fu '■ Mm ^> A <g> 0;/, pour tout £/ G T 7 . 

On dispose alors (cf §3.2.2p . pour U G J 7 , d'un morphisme {7 — >■ Aut(A), done par composi- 
tion, d'un morphisme U — > Out (A). Puisque ces morphismes sont independants du choix des 
fu (cf §3.2.3p . ils se recollent. On obtient ainsi un morphisme S — > Out (A). On a ainsi construit 
un morphisme de groupes Pic A (S) — > Hom(5', Out (A)). 

Lemme 3.10. II existe M G Pic^(Out(A)) induisant I'identite de Out (A). 

Demonstration. Soit S 1 = Out (A). D'apres §3.1.3[ il existe un recouvrement ouvert J 7 de S 
et des morphismes ipu : £/ — >■ -FX A) relevant l'immersion ouverte U -»■ Out (A) pour {7 G J 7 . 
Quitte a raffiner J 7 , on peut supposer que (V>t/)|c/nv x (Vv)j[/nv : ^7 H — >■ F(A) D Int(A) 
se factorise par a^y : Z7 D V — >• (1 + J (A)) X T, ou T est un sous-tore de (ZS') X tel que 
(ZS) X = T x ((ZA) X n S x )) (cf §3X3J . Soit Pu : A^ A®Ojj\e morphisme de faisceaux sur 
U associe a <pu (cf §3.2.ip . 

Soit Njj = A®Ou comme (A(g>(!);y)-module, muni de Taction de A donnee par multiplication 
precedee de pu- On a un isomorphisme de (A cn <g> C[/ n v)- m odules (pu,v '■ (Nu)\unv ~^ (Nv)\unv 
donne par multiplication a droite par l'element {3jj,v de A <g> 0[/nv defini par ajj,v- 

Soit 

C£/,v,w = {Pu,w)\unvnw(Pv,w)\uriVnw{Pu,v)\unvnw- 

On a c^y^ G 1 + J(ZA) g) 0[/nvrw- Soit £ la classe correspondante dans H 2 (S, 1 + J(ZA) Cg> 
C 5 ) C 77 2 (S, 1 + J(ZA) g> C 5 ). On a i7 2 (5, 1 + ( JZAf/l JZA) i+1 <g> O s ) = puisque 1 + 
( JZA) 1 /{ J Z A) %+1 ®0 s est un faisceau coherent et Out°(A) est affine. Par consequent, H 2 (S, 1 + 
J(ZA) ® Os) = 0, done £ = 0. On en deduit qu'il existe un choix des a^.v tel que Cuy,w — et 
les N v se recollent en un (A en <g> -module TV. Puisque A/JA® A Nu® A A/JA ~ A/ JA 
et 0u- )V induit I'identite A/JA ®a (A r c/)|c/nv ®a A/JA ^ A/ J A ® A (N v )\ UnV <g> A A/ J A, on 
deduit que A/JA ® A N <g> A A/ J A ~ A/JA <8> C 5 . Par consequent, N G 23a(S0- On a montre 
que N induit l'injection canonique Out (A) — > Out (A). 

Soit 5 un ensemble de representants des classes a droite Out (A) / Out (A) (vus comme points 
fermes de Out (A)). On a Out (A) = ]j 5 Out°(A)#. Soit g G 5 et g G Aut(A) relevant 
(7. On considere la multiplication a droite g^ 1 : Out°(A)g — > Out (A). Alors, g~ u (N) ® A 
Ag G Pic^(Out°(A)g) induit l'injection canonique Out°(A)g — > Out (A). Par consequent, M = 
© fl es(f _1 * M ) ®^ A g G Pic^(Out(A)) induit I'identite de Out(A). □ 

Soit M G Pic^(5) tel qu'il existe un recouvrement ouvert J 7 de U avec des isomorphismes 
de (A en ® C l/ )-modules 0c/ : A ® ^> M\u, pour U E J 7 . Pour {/, 1/ G 7, soit 

cc/,v = (0c/)|^nv (<fo)\unv e End^e n(g)0[rnV (A ® Cf/nv) = (ZA ® C[/nv) x - 

Les qyy definissent une classe de cohomologie de Cech dans H 1 (S, (ZA®Os) x ) = H l (S, (ZA® 
OsH 
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Reciproquement, un 1-cocycle de Cech a valeurs dans (ZA ® Os) x definit un recollement 
des A ® Ou en un (A en ® 0,s)-module dans Pic^S) et on obtient un morphisme canonique 
H 1 ^, (ZA (g> Os) x ) — > Pic^S"), inverse a droite du precedent. 

Proposition 3.11. On a un diagramme commutatif de suites horizontales et verticales exactes 
et dont les suites horizontales et la suite verticale gauche sont scindees 



H l {S,l + JZA®O s ) 



H l (S,(ZA®0^ 



B A {S) 



Hom(S, Out K (A)) 



Hom(S, Out (A)) 



1 H\S, (ZA/JZA ® C £ 



Pic f A/JA (S) Hom(5, Out(AfJA)) 1 



1 1 1 

Demonstration. Inexactitude de 

1 ->• H\S, [ZA <g> O s ) x ) -> Pic£(S) ->• Hom(S, Out (A)) 

resulte de l'etude ci-dessus et de §3.2.31 

Soit M G Pic^(Out(A)) fourni par le lemme EUOl Soit vr : S ->■ Out (A). Mors, vr*M G 
Pic^S") et on definit ainsi un morphisme de groupes Hom(5', Out (A)) — > Pic A (S), scission du 
morphisme canonique. Ce morphisme se restreint en Hom(5', Out K (A)) — > Ba(S). 

La suite exacte 

1 1 + JZA ®O s ^ (ZA ® O s ) x -> (ZA/J(ZA) ® C? s ) x -> 1 

est scindee : 

(ZA ® £> 5 ) x = (1 + ® O s ) x (((ZA) X n S X ) x £> x ) 

ou So est une sous-algebre semi-simple maximale de A. On en deduit que la suite verticale 
gauche est exacte et scindee. □ 

Remarque 3.12. Le sous-groupe B A (S)/H 1 (S, l + J(ZA)®O s ) de Pic A (S)/H 1 (S 1 (ZA®O s ) x ) 
consiste en les elements qui induisent un automorphisme trivial de K (A) en tout point ferme. 

Remarque 3.13. On a if 1 (5, (ZA ® O s ) x ) = Pic(S x Spec Z A). Si C est un fibre inversible 
sur S x Spec ZA, alors on lui associe M = C ®za A G Pic^(S). 

3.3.4. Soit S une variete. Soit Pic^(S) le quotient du groupe des classes d'isomorphisme de 
(A en ® (9s)-bimodules qui sont localement libres de rang 1 comme (A ® 0,g)-modules et comme 
(A ® (9s)-modules par le sous groupe des bimodules de la forme C ®za A, ou £ est un fibre 
inversible sur S x Spec ZA. La proposition 13.111 decrit ce foncteur : 



Theoreme 3.14. Le foncteur Pic A est represents par Out (A). 
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Supposons maintenant que S est un groupe algebrique. Soit M G Pic A (S). Alors, M induit 
un morphisme de groupes algebriques S —> Out (A) si et seulement si m*M ~ M ®a M, ou 
m : S x S 5 est la multiplication. 

4. Invariance du groupe des automorphismes exterieurs 

Soient A et B deux fc-algebres de dimension finie. 

4.1. Equivalences de Morita. Soient L un (A <g> £?°)-module et 1/ un (£? <g> A°)-module tels 
que 

L ®b L' ~ A comme £? en -modules 
L' ®a L ~ £? comme £? en -modules. 
Soit S 1 une variete. Les foncteurs L' Cgu — Cgu L et L®b — ®b L' induisent des isomorphismes 
inverses ^ L : Pic^S) ^> Pic B (S) et : Pic B (5) ^ Pic A (S). 

Lemme 4.1. Les isomorphismes et ^ l 1 se restreignent en des isomorphismes inverses 

H\S, 1 + J(ZA) ® £><?) ff 1 ^, 1 + J(Z£) <g> 5 ) • 
J/s induisent en des isomorphismes inverses 

B A (S)/H 1 (S, 1 + J(ZA) <g> 5 ) ^ B B (S)/H 1 (S, 1 + J(Z£) ® 5 ) . 

Demonstration. Soit M G Pic^S 1 ) localement isomorphe a /IcgiC^- Alors, ^(M) est localement 
isomorphe a B (g) C?s, done et se restreignent en des isomorphismes inverses 



H l {S, {ZA <g> £> 5 ) x ) tf 1 ^, (Z£ ® £ 



Pour la deuxieme partie du lemme, il suffit de noter que si M(x) induit un automorphisme 
trivial de Kq(A), alors ^l(M)(x) induit un automorphisme trivial de K$(B) (cf remarque 

B32D - □ 

Le resultat suivant (pour les groupes reduits) est du a Brauer |Po[ Corollaire 2.2]. 

Theoreme 4.2. C/ne equivalence A-mod — > £?-mod induit un isomorphisme de groupes algebriques 
Out K (A) ^ Out K {B), done par restriction un isomorphisme Out (A) ^> Out°(£?). 

Demonstration. Le lemme I4TT1 et la proposition 13.111 fournissent 1 'isomorphisme Out K (A) — > 
Out A '(5). □ 

Remarque 4.3. Soit A = k x M 2 {k) et B = k x k. Alors, Aut(A) = GL 2 (fc), Out (A) = 1, 
Aut(S) = Z/2 et Out (5) = Z/2. On voit dans ce cas que Aut°(A) Aut°(S) et que Out (A) ^ 
Out(fl). 

Le theoreme montre que Taction par conjugaison de Pic(A) sur Out (A) est algebrique. 
Ceci permet de munir Pic (A) d'une structure de groupe algebrique (la structure de variete est 
donnee par l'union disjointe de copies de Out (A) parametrees par Pic(A)/ Out (A)). Alors, 
l'isomorphisme du theoreme l4.2l s'etend en un isomorphisme de groupes algebriques entre Pic(v4) 
et Pic(.B). 
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4.2. Equivalences derivees. 

4.2.1. 

Lemme 4.4. Soit C un complexe parfait de O s-modules et x G S tel que H l (C £g>o , k(x)) = 
pour i ^ 0. Alors, il existe un voisinage ouvert Q de x tel que H 1 (C\q) = pour i ^ 0. 

Demonstration. Soit / : M — » iV un morphisme entre 0s-modules libres de type fini. 

Si / ®o s k( x ) es t surjectif, alors / est surjectif dans un voisinage ouvert de x. Par dualite, 
on en deduit que si / <S>o s est injectif, alors / est une injection scindee dans un voisinage 
ouvert de x. 

Cela demontre le lemme lorsque C est un complexe borne de C^-modules libres de type fini. 
On en deduit alors le lemme lorsque C est parfait, puisque qu'il existe un voisinage ouvert U de 
x tel que C\u est quasi-isomorphe a un complexe borne de C(/-modules libres de type fini. □ 

4.2.2. Soient L G D b (A <g> B°) et V G D b (B g> A°) tels que 

L g)| U ~ A dans D 6 (A en ) 

U ®\L~B dans D b {B cn ). 

Soit 5 une variete. Soit DPic^^) le groupe des classes d'isomorphisme d'objets inversibles 
de D b (A en ® C?s) (l'inversibilite est definie comme en §3.3.2p . Les foncteurs V ®\ — ®\ L et 
L ®^ — 1/ induisent des isomorphismes inverses ^ l '■ DPic^S) — > DPics(S') et tyy : 
DPic B (S) ^ DPic A (S). 

Soit Picas') le sous-groupe de Pic A (S) des elements induisant un morphisme S —> Out (A). 

Lemme 4.5. Les isomorphismes ^ l & ^ v induisent des isomorphismes inverses 
DPic A (S)/H\S, (ZA ® O s ) x ) 5=± DPic B ( 1 S)/i/ 1 ( 1 S, (ZS ® G 5 ) x ) . 
J/s se restreignent en des isomorphismes inverses 

Pic° A (S)/H\S, (ZA ® 5 ) x ) ^ Pi4(5)/iT 1 (5', (ZB ® (9 5 ) x ) . 

Demonstration. La premiere assertion est toute aussi immediate que dans le lemme 14.11 

Soit S = Out (A) et M G B A (S) correspondant a l'injection Out (A) Out (A). Soit 
N = ^>l(M). On a N(l) ~ 5. II resulte du lemme 14^41 qu'il existe un voisinage ouvert U de 1 
dans S tel que N\y n'a de l'homologie qu'en degre et quitte a retrecir U, on peut supposer 
que H°(N)\u est libre de rang 1 comme (B £g> Oc/)-module et comme (B° ® Ot/)-module. 

On a N(g)<^N(h) ~ N(gh) pour g,h E S. Si iV(g) et iV(/i) n'ont de l'homologie qu'en degre 

et que celle-ci est libre de rang 1 comme 5-module et comme 5°-module, alors N(gh) n'a de 
l'homologie qu'en degre et celle-ci est libre de rang 1 comme 5-module et comme -B°-module. 
Par consequent, puisque U engendre le groupe algebrique connexe Out (A), cette propriete est 
vraie pour tout g G S : N n'a de l'homologie qu'en degre et H°(N) est localement libre de rang 

1 comme (B eg) 5 )-module et comme (B° ® 0s)-module. Par consequent, ty L (M) G Pic^(S). 

Tout element de Pic^/if 1 ^, (ZA ® O s ) x ) est de la forme 0*M, oil : S -> Out (A) est 
un morphisme. On a ^/ L (p*M ~ 0*\I/ £ (M) G Pic^S 1 ) d'apres ce qui precede. On deduit done 
que et induisent des isomorphismes inverses 

Pic° A (S)/H l {S, (ZA ®O s ) x )^ Pic° B (S)/H\S, (ZB ®O s ) x )- 



□ 
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Le resultat suivant a ete obtenu independemment, et par des methodes differentes, par 
B. Huisgen-Zimmermann et M. Saorin [HuiSaJ. Ce resultat avait etc ctabli pour des equivalences 
derivees particulieres auparavant |GuSaj . 

Theoreme 4.6. Une equivalence D b (A) —> D b (B) induit un isomorphisme de groupes algebriques 
Out (A) ^ Out°(5). 

Demonstration. La theorie de Rickard [Ri] fournit des complexes L et V comme plus haut. Le 
theoreme resulte alors du lemme 14.51 et du theoreme 13.141 □ 



4.2.3. Soit DPic(v4) le groupe des classes d'isomorphisme d'objets inversibles de D b (A en ) (ce 
groupe a ete introduit dans [R ouZi|, lYelj ). Comme l'explique Yekutieli |Ye2] . le theoreme 
precedent montre que Out (A) est un sous-groupe distingue de DPic(A) et que Taction de 
DPic(A) par conjugaison sur Out (A) produit des automorphismes de groupe algebrique. Ceci 
fournit une structure de groupe localement algebrique (=schema en groupes separe localement 
de type fini sur k) sur l'union disjointe de copies de Out (A) parametrees par le quotient 
DPic(A)/Out°(A). 

On a fmalement une famille de groupes (localement) algebriques, de composante identite 
Out°(A) : 

distingue 



Out°(A) c Out A '(A) c Out(A)c Pic(A)c DPic(A) 



distingue 



4.3. Equivalences stables a la Morita. Soit S une variete. 



4.3.1. Rigidite des modules projectifs. Soit A une fc-algebre de dimension finie. 

Lemme 4.7. Soit M un (A <g> Os)-module, localement libre de type fini comme Os-module. 
Soit x un point ferme de S tel que P = M(x) est un A-module projectif. Alors, il existe un 
voisinage ouvert Q de x tel que M\n est isomorphe dP® Oq. 

Demonstration. On peut supposer S = Speci?, une variete affine. Considerons le morphisme 
canonique / : M — > P = M/m x M ~ M R/xn x . Le morphisme canonique P ® R — > 
P g) R/xn x = P se factorise par / en g : P <g> R — > M. Comme fg est surjectif, il existe un 
voisinage ouvert Q de x tel que g\a est surjectif. Puisque le rang de M sur R est la dimension de 
M ®r R/xn x , c'est aussi le rang de P <S> R sur R. Par consequent, g\a est un isomorphisme. □ 



4.3.2. Rigidite des facteurs projectifs. Soit M un (A <g> C5)-module de type fini. On note p M 
l'application canonique 

p M : Hom A0Os (M, A <8> O s ) -> Hom^ 0s (M, A/ J {A) ® O s ). 

On pose M = Mj R/eimpM ker /■ C ' est un ( A / JA ® C> s )-module. 

Si P est un A-module projectif et M = P <S> Os, alors pu est surjectif et M — hd(P) ® Os 
(pour un A-module V, on note hd(V) le plus grand quotient semi-simple de V). 
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4.3.3. Cas ponctuel. Nous rappelons comment trouver un facteur direct projectif maximal 
lorsque S = Spec k. 

Le quotient MdeM est le plus grand tel que l'application canonique M — > M est projective : 

Lemme 4.8. Supposons S = Spec k et soit M un {A® Os)-module de type fini. Alors, M a 
un facteur direct projectif non nul si et seulement si pu est non nulle. 

Soit P — > M une enveloppe projective de M. Alors, l'application canonique M — >■ M se 
factorise en un morphisme surjectif M — >■ P dont le noyau n'a pas de facteur direct projectif 
non nul. 

Demonstration. Soit / e Hom^(M, A) tel que im/ % J A. Alors, il existe un A-module simple 
S et un morphisme de A-modules A — > S tel que le compose M — > A — > S est non nul. Ce 
compose se factorise par une enveloppe projective P$ — > S de S en un morphisme M — >■ Pg, 
qui est surjectif (lemme de Nakayama). Par consequent, Ps est facteur direct de M. 

Reciproquement, si M est projectif, alors M = hd(M) et pu est non nul. La deuxieme partie 
du lemme est claire. □ 

4.3.4. Rigidite locale. Pour le reste de §4.3[ nous supposerons A auto-injective (i.e., A est un 
A- module injectif). 

Le resultat suivant est classique (cf |DoFl[ Corollaire 16] et |Daj Theoreme 3.16]). 

Lemme 4.9. Soit M un (A® Os) -module, localement libre de type fini comme Os-module. Soit 
x un point ferme de S et soit P un A-module projectif facteur direct de M(x). Alors, il existe 
un voisinage ouvert Q de x tel que P £g> Oq est facteur direct de Mp. 

Demonstration. On peut supposer S = Spec R, une variete affine. Puisque A est auto-injective, 
P* est un A-module a droite projectif. On a Ext l Alg)R (M, P g) m x ) ~ Ext l R (P* <g> a M, m x ) (cf par 
exemple |Roult §2.2.2]). Puisque P*®^M est un i?-module projectif, on a done Ext^ 0R (M, 
m x ) = 0. Par consequent, un morphisme surjectif M — > P = R/xn x se releve en morphisme 
M — > P® Os- Ce morphisme est alors surjectif (et done scinde) dans un voisinage ouvert fl de 
x. □ 

Remarque 4.10. Le resultat n'est pas vrai pour des algebres non auto-injectives, meme lorsque 
S = Spec R avec R locale. 

Prenons pour A l'algebre des matrices triangulaires superieures 2x2 sur k, R = k[t](t) et 

^ = ^ btj l a '^ e ^-l° rs 5 M est un (A <S> P)-module indecomposable non projectif et 

P-libre, mais M®^k est somme directe des deux A-modules simples, Tun d'eux etant projectif. 

Plus generalement, soit A une /c-algebre de dimension finie qui n'est pas auto-injective et 
soit P un v4-module projectif indecomposable non injectif. Soit / : P — > I une enveloppe 
injective et iV = coker/. Soit £ e Ext^(A^, P) determine par l'extension. Soit £ = t£ E 
Ext\ (g)i j(A r <S> R, P <8> R) et M le (A <g> P)-module extension de ® P par P <g> P determine par 
cette classe. Alors, le facteur direct projectif P de M ® R ne se remonte pas en un facteur 
direct projectif de M. 

4.3.5. Cas general. Sous certaines hypotheses, on peut "recoller" les facteurs directs projectifs. 

Proposition 4.11. Soit S une variete affine. Soit M un (A® Os) -module, localement libre de 
type fini comme Os-module et soit P un A-module projectif. Supposons 
(i) pour tout point ferme x, le A-module P est facteur direct de M(x) 
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(ii) pour tout point generique 77 d'une composante irreductible de S , le A® O v -module M v 

n'a pas de facteur direct projectif contenant strictement P © O v . 
Alors, il existe un (A © Os)-module projectif Q facteur direct de M tel que Q(x) ~ P pour 
tout point ferme x. 

Demonstration. Soit x un point ferme de S. D'apres le lemme H~9| il existe un {A® O x ) -module 
M' tel que M x ~ M' © P © O x . Si r\ est un point generique dont l'adherence contient x, alors 
le morphisme pu 1 est nul puisque M' v n'a pas de facteur direct projectif (lemme l4"T5j) . On en 

deduit que pu> est nul, puisque O x est reduit. Par consequent, (M) x ~ (M x ) ~ hd(P) © C x . 

Le (A © 0s)-module M est done un 05-module projectif. Puisqu'il est A-semi-simple, il est 
somme directe de modules S<g>F s , ou S decrit les classes d'isomorphisme de A-modules simples 
et Fs est un Cg-module projectif. Fixons alors un morphisme surjectif h : Q = ® 5 Ps © Fs — > 
M. Ce morphisme se factorise par la surjection canonique M — > M en g : Q — > M. Le 
morphisme Hornet (g, 0$) est surjectif, car il Test en tout point ferme. Puisque B.om 0s (Q, 0$) 
est un (A <g> Og) -module projectif, le morphisme Homo s (5f, 0$) est done une surjection scindee 
et finalement g est une injection scindee. □ 

Remarque 4.12. L'hypothese aux points generiques n'est pas superflue. 

Soit S = U U V un recouvrement ouvert de S avec U,V 7^ S et M', M" des (A <8> O5)- 
modules indecomposables, Og-projectifs mais non (A <S> Os)-projectifs, tels que ML ~ P <g> 
et My ~ P ® pour un A-module projectif P. Alors, M = M' © M" ne possede pas de 
facteur direct projectif, bien que P soit facteur direct de M(x) pour tout point ferme x. 

Le lemme suivant montre qu'il n'est pas necessaire de travailler avec un schema reduit. 

Lemme 4.13. Soit R une k-algebre commutative, I un ideal nilpotent de R et M un (A®R)- 
module de type fini, projectif comme R-module. Alors, tout facteur direct projectif de M®rR/I 
se releve en un facteur direct projectif de M. 

Demonstration. Un (A © P//)-module projectif indecomposable de type fini est de la forme 
P © L ou P est un A-module projectif indecomposable et L un P/Pmodule projectif de 
type fini. Puisque tout idempotent se releve a travers le morphisme canonique End^P") — > 
End R /j((R/ I) n ), alors, il existe un P-module projectif de type fini L' tel que L' © R R/I ~ L. 
Par consequent, un (A © P//)-module projectif de type fini se releve en un (A © P)-module 
projectif de type fini. 

Soit done iV un (A © P)-module projectif et / : M — > N ©r R/I un morphisme surjectif. 
On a Ext\ (g)J? (M, N ® R I) ~ Ext^Hom^iV, P) ©a^r M,I) = et on deduit comme dans la 
preuve du lemme fl~9l que / se releve en un morphisme surjectif M — > N. □ 

4.3.6. Invariance stable. Supposons A et B auto-injectives. Soient L un (A © P°)-module de 
type fini et V un (P ©A°)-module de type fini induisant des equivalences stables inverses entre 
A et P, i.e., tels que 

L ©b Jj ~ A® projectif comme 74 en -modules 
L' ©a L ~ B © projectif comme P en -modules. 

Soit S une variete. Soit (A cn © Os)-stab le quotient additif de la categorie des (A cn © Os)- 
modules de type fini par la sous-categorie additive des modules localement projectifs. 

Soit StPics(A) le groupe des classes d'isomorphisme des objets inversibles de (A en ©0,s)-stab. 

Les foncteurs V ©a — ©a L et L ©# — ©b L' induisent des isomorphismes inverses \p£ : 
StPicA(S) ^ StPic B (S) et m L , : StPic jB (5) ^ StPic A (5). 
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Supposons A et P sans modules simples projectifs. Alors, le morphisme canonique Picas') — > 
StPic a(S) est injectif (on le deduit immediatement du cas ponctuel). 

Lemme 4.14. Supposons A et B sans modules simples projectifs. Les isomorphismes ^ l et 
^ l> induisent des isomorphismes inverses 

StPic A (5)/iJ 1 (S, (ZA © O s ) x ) StPic B {S) /H\S, {ZB © O s Y) . 

lis se restreignent en des isomorphismes inverses 

Pic° A (S)/H\S, (ZA © O s ) x ) 5=± Pic° (^/P 1 ^, (ZB ®O s ) x )- 

Demonstration. La premiere assertion est toute aussi immediate que dans le lemme 14.11 

Soit S = Out (A) et M G B A (S) correspondant a l'injection Out (A) Out (A). Soit 

N = *x(M). On a N(l) ~ B © P, ou P est un P cn -module projectif de type fini. 

Soit H l'ensemble des points fermes g de S tels qu'il existe un P en -module P libre de rang 1 

comme P-module et comme P°-module avec N(g) ~ P © P. 

D'apres le lemme I4.9[ il existe un voisinage ouvert Q de l'identite de S et un (B en © Oq)- 

module T tels que N\q ~ T © P © On- En particulier, P est facteur direct de N(g) pour tout 

g e n. 

Puisque T(l) = P est libre de rang 1 comme P-module et comme P°-module, il existe un 
voisinage ouvert U de l'identite dans Q tel que T\ v est libre de rang 1 comme (B © C[/)-module 
et comme (B° ©Of/)-module (lemme l4"!?j) . Alors, l'ensemble des points fermes de U est contenu 
dans H. 

Au point generique rj de (9s, le module T v ne contient pas de facteur direct projectif non nul, 
car l'algebre B © O n ne contient pas de facteur direct simple. 

Soient g,h e 5. Alors, AT(p) ®b N(h) ~ N(gh) ©projectif. Prenons g,h £ H et decomposons 
iV(p) ~ PiffiP et JV(/i) ~ P 2 ©P- Alors, iV(flf/i) ~ Pi©bP 2 ©Q ou Q est projectif. Puisque Pi 
et P 2 sont libres de rang 1 comme P- modules et comme P°-modules, on en deduit que Pi ©# P 2 
est aussi libre de rang 1 comme P-module et comme P°-module. Dans un voisinage ouvert V 
de gh, onaA^~P©<5© Oy ou P est localement libre de rang 1 comme (P © CV)-module et 
comme (P° © CV)-module. Alors, Q © O v ~ P © O v , done Q ~ P. Par consequent, ^/i G P. 

Ainsi, H est un sous-groupe de S. Puisqu'il contient les points fermes d'un ouvert de S, e'est 
S tout entier, car S est connexe. 

La proposition 14. 1 II montre l'existence d'un (P en ©Os)-module W et d'un (P 611 ©^)- module 
projectif Z tels que ~ W ®Z et Z(g) — P pour tout g 6 S. En outre, W est localement libre 
de rang 1 comme (P © (!?s)-module et comme (P° © (9s)-module. Par consequent, ^(M) ~ 
S G Pic^(5). On conclut maintenant comme dans le lemme 1431 □ 

Theoreme 4.15. Une equivalence stable a la Morita entre A et B induit un isomorphisme de 
groupes algebriques Out (A) ^ Out°(P). 

Demonstration. II suffit de traiter le cas ou A et P n'ont pas de modules simples projectifs. Le 
theoreme resulte alors du lemme 14.141 et du theoreme 13.141 □ 

Remarque 4.16. Soit P une fc-algebre locale noetherienne commutative et V un (P © P)- 
module, libre de type fini sur P, tel que V ©ij k n'a pas de facteur direct projectif. Alors, il 
existe un (A © P)-module W, libre de type fini sur P, tel que L <S>b V W © P © R, ou P est 
un A- module projectif et W ©# k n'a pas de facteur direct projectif (lemme |43|) . En d'autres 
termes, si V est un P-module de type fini et L <S>b V — W 7 © projectif, alors une deformation 
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de V s'envoie sur une deformation de W . En particulier, V est rigide si et seulement si W 
est rigide. 

4.4. Equivalences derivees de varietes projectives lisses. 

4.4.1. Soit X une variete projective lisse sur k. On note p\ et P2 les premieres et deuxiemes 
projections X x X — > X. 

Soit S un schema separe de type fini sur k. On note Vx(S) le groupe des classes d'iso- 
morphisme de OxxXxs-modules M coherent s localement libres sur S tels que pu(M(s)) et 
P2*(M(s)) sont des fibres en droite numeriquement nuls sur X, pour tout s G S. Soit Vx(S) le 
quotient de Vx(S) par Pic(S'). 

Soit C G Pic°(X x S) et a : 5 -»■ Aut(X). On note A ff :IxS^IxIxSle plongement 
du graphe relatif de a, i.e., A CT (x, s) = (x, a(s)(x), s). Alors, A^C G Vx(S) et on obtient ainsi 
un morphisme canonique 

Pic°(X x S) x Hom(S, Aut(X)) -> 

Proposition 4.17. On a un isomorphisme canonique de groupes 

Pic°(X/S) x Hom(S, Aut(X)) ^ V X (S). 

En d'autres termes, le foncteur V X (J) est represents par Pic°(X) x Aut(X). 

Demonstration. Soit pi% :IxIxS->IxSla projection sur les premieres et troisiemes 
composantes. Soit M G Vx{S) tel que pi^M ~ Ox <8> Cs- Alors, il existe un unique cr : S — > 
Aut(X) tel que M ~ Ca ct (Xx5)- La proposition en decoule. □ 

4.4.2. Soit Y une variete projective lisse sur k et L G _D 6 (X x F). On pose $l = Rpu(L £g> L 
Pa(-)) : £> 6 (X) -> £> 6 p0 ou pi : X x Y ^ X et p 2 : X x Y ^ Y sont les premieres et 
deuxiemes projections. Pour L' G D b (Y x X), on pose L M Y L' = p 13 *(p^ 2 L ® L p^L'). 

Le resultat suivant est presente dans |Huy[ Proposition 9.45] et annonce dans [Rou2[ §3.2.1]. 

Theoreme 4.18. Une equivalence D b (Y) ^> D b (X) induit un isomorphisme de groupes algebriques 
Pic°(F) x Aut°(y) ^ Pic°(X) x Aut°(X). 

Demonstration. II existe L G D b (X x Y) tel que l'equivalence est isomorphe a |Orlj . Soit 
V = RRom(L,0 X xY) G D b (Y x X). Alors, L M Y V ~ Oa(x), ou A(X) est la diagonale 
dans X x X. Soit S = Pic°(F) x Aut°(F) et soit N G Vy(S) correspondant a l'identite via la 
proposition EH Soit N = LM Y MMy L' e D b (X x X x S). Alors, la fibre a l'identite de N 
est isomorphe a Oa(x)- P &r consequent, il existe un voisinage ouvert Q de l'identite dans S tel 
que N\n a ses faisceaux de cohomologie nuls en dehors du degre 0. Quitte a retrecir Q, on a 
A]q G Vx{&) et on conclut comme dans la preuve du lemme 1431 via la proposition 14.171 □ 

Remarque 4.19. Dans le cas ou X et Y sont des varietes abeliennes, on retrouve un resultat 
d'Orlov |Or2] : une equivalence D b (Y) ~ D b (X) induit un isomorphisme Y x Y X x X . 



Remarque 4.20. Le lecteur interesse pourra formuler une generalisation des theoremes 14.61 et 
14.181 au cas d'une C^-algebre finie, ou X est une variete projective lisse. 



automorphismes, graduations et categories triangulees 
5. Algebres graduees 

5.1. Generalites. 
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5.1.1. Dictionnaire. Soit A une A;-algebre de dimension finie. Une graduation sur A correspond 
a la donnee d'une action algebrique de G m sur A, i.e., a un morphisme de groupe algebriques 
7i : G m — > Aut(A). Pour A = © ieZ Ai, alors x G k* agit sur Ai par multiplication par x l . 

Cela correspond a son tour a la donnee d'un morphisme d'algebres p : A — > A[£, On a 
p(a) = at 1 pour a G A*. Ce morphisme verifie les proprietes suivantes : 

- (inversibilite) Le morphisme p<g> 1 : A[t, t^ 1 ] — >■ est un isomorphisme, c'est-a-dire, 
la composition p^. : A — A[t, t^ 1 ] — > A[t, t^ 1 ]/ (t — x) = A est un isomorphisme pour tout 
x G k x ; 

- (multiplicativite) Le diagramme suivant est commutatif 



A® fc[t,t _1 ] 



A® MM" 1 ] 

A <8) fc[i,t _1 ] <g> fc[f,t -1 ] 



ou /i : — )• <g> i -1 ], i >->■ t <8> t est la comultiplication. 

On obtient alors un (A <g> A°)[t, t _1 ]-module X a partir d'une graduation. On a X = A[t, t^ 1 ] 
comme A[t, t _1 ]-module et A agit a droite par multiplication precedee de p : pour x G X et 
a G .Aj, alors x • a = fxa. 



5.1.2. Relevement d 'actions de tores. Soit A une /c-algebre de dimension finie et G un tore sur 
k agissant sur A. 

La proposition suivante est classique. 

Proposition 5.1. Soit M un A-module de type fini tel que A g <S>a M ~ M pour tout g G G. 
Alors, M s'etend en un (A xi G) -module. Si M est indecomposable, alors cette extension est 
unique a multiplication par un caractere de G pres et a isomorphisme pres. 

Demonstration. Soit A' l'image de A dans Endfc(M). Soit G le sous-groupe de G x Endfe(M) x 
forme des paires d'elements qui ont la meme action sur A' (i.e., les (g, f) tels que p(g(a)) = 
f ' p(a)f~ 1 pour tout a G A, ou p : A — > Endfc(M) est le morphisme structurel). 

Une extension de M en un (A xi G)-module correspond en la donnee d'une scission de la 
premiere projection G — >■ G (qui est surjective par hypothese) : Taction de G est alors donnee 
en composant avec la seconde projection G — > End fc (M) x . 
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On a un diagramme commutatif dont les lignes et colonnes sont exactes 

1 1 



1 U End A (M) x L 1 

1 >U >■ G *" G ^ 1 

" 

" 

1 1 

ou U = 1 + J(EndA(M)) est le radical unipotent de EndA(M) x et L un produit de groupes 
lineaires. 

L'extension de G par L est scindee, car G est un tore. Fixons une scission. L'extension 
correspondante du tore G par le groupe unipotent U est scindee. Par consequent, l'extension 
de G par End^(M) x est scindee, done M s'etend en un (A x G)-module. 

Passons a l'unicite. Pour M indecomposable, on a L ~ G m . La scission de l'extension de G 
par U est unique a conjugaison par U pres, done la scission de l'extension de G par End J 4(M) x 
est unique a multiplication par un morphisme de G dans k x ■ 1m pres et a conjugaison par U 
pres. □ 

Notons au passage que si M est un (AxG)-module indecomposable, alors M reste indecomposable 
comme A-module. 

5.2. Puissances cycliques de l'espace cotangent. 

5.2.1. Soit A une fc-algebre de dimension finie. Soit T = (JA/J 2 A)* l'espace tangent. C'est 
un (A/ J A, A/JA)-bimodn\e. 

Soit S un ensemble de representants des classes d'isomorphisme de A-modules simples. On 
a un isomorphisme canonique de (A/ J A, A/ JA)-bimodules 

f : A/JA^®Rom k (V,V) 

ves 

a (-> G V 4 av). 

v 

Soit W un A-module simple. Le morphisme canonique 

Honu( J A, W) 4 Hom A (T*, W) 

est un isomorphisme. La suite exacte — > J A — > A — > A/ J A — > fournit un isomorphisme de 
A-modules 

Eom A {JA, W) 4 Ext\{A/JA, W). 
On a un isomorphisme de A-modules induit par / 

Ext^(A/ J A, W) 4 Ext^(V, W) ® V. 
ves 
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Enfin, on a un isomorphisme canonique de A en -modules 

T* 4 Hom fc (Hom A (T*, W),W). 
wes 

II ne nous reste plus qu'a composer tous ces isomorphismes et a dualiser : 

Lemme 5.2. On a un isomorphisme canonique de A en -modules 

T4 Hom fc (V, W) ® Ext^(W, V). 
v,w&s 

5.2.2. On note T & a = T ®a ■ • • ®a T®a le produit tensoriel cyclique n-eme de T au-dessus de 
A. L'action naturelle de Aut(A) sur T fournit une action diagonale sur T ^. 
Le lemme suivant est immediat. 

Lemme 5.3. L'action de Aut(A) sur T & a se factorise en une action de Out (A). 

L 'isomorphisme canonique du lemme 1531 fournit : 

Proposition 5.4. On a un isomorphisme canonique 

T ^4 Ext\(V 1 ,V 2 )®---®Ext A (V n ^,V n )(g)Ext A (V n ,V 1 ). 
Vi,...,v n es 

5.3. Changement de graduation. 

Lemme 5.5. Tout morphisme G m — > Out(A) se releve en un morphisme G m — > Aut(A). 

Demonstration. L'image d'un tore maximal T de Aut°(A) par le morphisme canonique : 
Aut°(A) — > Out°(^4) est un tore maximal de Out (A). Puisque le noyau Int(A) de <p est connexe, 
la restriction a T de (f) est scindee. Le lemme decoule maintenant du fait que tout morphisme 
G m — > Out (A) est conjugue a un morphisme d'image contenue dans 4>{T). □ 

De meme, on a 

Lemme 5.6. Tout morphisme G m — > Int(A) se releve en un morphisme G m — > A x . 

Proposition 5.7. Deux morphismes tt,tt' : G m — > Aut(A) sont conjugues si et seulement si 
les algebres graduees (A, tt) et (A, n') sont isomorphes. 

Demonstration. Soit a G Aut(A) tel que n' = ana^ 1 . Alors, l'automorphisme a de A induit 
un isomorphisme de (A, tt) vers (A, tt'). 

Reciproquement, soit a £ Aut(A) induisant un isomorphisme de (A, tt) vers (A, tt'). Alors, 
tt' = CtTTaT X . □ 

Proposition 5.8. Supposons que Valgebre A est basique. Soient tt,tt' : G m — > Aut(A). Les 

assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) tt et tt' induisent des morphismes conjugues G m — > Out (A) 

(ii) il existe une famille d'entiers {di(V)} ou V decrit les A-modules simples et 1 < i < dim V 
tels que Valgebre graduee (A, tt') est isomorphe a Endgr( A ^{@ Vi Pv{di(V)}). 

Demonstration. Soit S une sous-algebre semi-simple maximale de A, 5" une sous-algebre de 
Cartan de S (un produit maximal de corps dont chacune des unites est un idempotent primitif 
de S) et T' = S' x (c'est un tore maximal de S x ). Alors, T' est un tore maximal de A x . Soit 
T" son image dans Int(A). Soit T un tore maximal de Aut(A) contenant T". 
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Quitte a conjuguer tt et tt' par des elements de Aut(A), ce qui ne change pas la classe 
d'isomorphisme des algebres graduees (proposition 15. 7p . on peut supposer que tt et tt' sont a 
valeur dans T. Supposons que tt et tt' deviennent conjugues dans Out (A). On peut supposer, 
quitte a conjuguer tt, que tt et tt' coincident dans Out (A) et alors, 7r'7r _1 est un cocaractere if) 
de T", que Ton peut relever en : G m —> T'. 

On aS = Ylv e v$ ou ^ decrit l'ensemble des classes d'isomorphisme de A-modules simples 
et ty est l'idempotent primitif du centre de S qui n'agit pas par sur V. Decomposons ey en 

sommes d'idempotents primitifs de S', eyi, ■ ■ ■ , ey nv deux a deux orthogonaux, ey = > eyi- 

II existe des entiers di(V) tels que (f>(a) = ^ Vi ct di ^ey y i pour tout a E k x . 

Considerons maintenant le cocaractere if) : G m — > lnt(A),a i— >■ (a i— >■ 0(a)a0(a) _1 ). Alors, 
G m agit (via ■?/>) avec le poids di(V) — dj(W) sur ey^Aewj- 

Par consequent, l'algebre graduee (A, ipTr) est egale a l'algebre graduee (&y Wi j ey^Aewj (dj (W) — 

di(V)) ^> Endgrr A ^(@ Vi Aeyj(di(V))). La reciproque est claire. □ 

Ainsi, la donnee d'un morphisme non trivial G m — > Out (A) determine une graduation "a 
equivalence de Morita pres" : 

Corollaire 5.9. Supposons A basique. Deux graduations sur A donnent lieu a des algebres 
graduees Morita- equivalentes si et seulement si les cocaracteres correspondant de Out (A) sont 
conjugues. 

Remarque 5.10. Lorsque l'algebre A n'est pas basique, les resultats precedents restent vrais 
en remplagant la conjugaison par Out (A) par la conjugaison par Pic^). 

Notons que l'ensemble des classes de "Morita-equivalence" de graduations n'est pas invariant 
par equivalence derivee. Soit A une fc-algebre de dimension finie munie d'une graduation qui 
n'est pas Morita-equivalente a la graduation triviale. Soit A une algebre derivee-equivalente a 
A, mais non Morita-equivalente. On munit A' d'une graduation compatible a l'equivalence. On 
peut munir Ax A' de deux graduations non Morita-equivalentes : la premiere est la graduation 
non triviale sur A et la graduation triviale sur A', la seconde est la graduation triviale sur A et 
la graduation non triviale sur A'. 

L'algebre A x A' est derivee-equivalente a A x A et les deux graduations precedentes sont 
compatibles respectivement avec les deux graduations suivantes sur A x A : la premiere est la 
graduation non triviale sur le premier facteur A et la graduation triviale sur le second facteur 
A, la seconde est la graduation triviale sur le premier facteur A et la graduation non triviale 
sur le second facteur A. Ces deux graduations sur A x A sont Morita-equivalentes. 

5.4. Graduations et positivite. 

5.4.1. Soit A une fc-algebre finie graduee. Le lemme suivant est immediat (on reprend les 
notations de §5. 1. lj) 

Lemme 5.11. Les assertions suivantes sont equivalentes 

- la graduation est en degres positifs ; 

- le morphisme tt s'etend en un morphisme de varietes A 1 — > End(v4) (ou G m est vu comme 
Vouvert A 1 - {0}) ; 

- le morphisme p provient d'un morphisme d'algebres A — > A[t]. 

Remarque 5.12. Lorsque A est basique (i.e., les A-modules simples sont de dimension 1), 
alors A/ J A est un produit de corps, done est en degre 0. Notons que si A n'est pas basique, il 
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se peut que Aj J A ne soit pas en degre 0. En changeant la graduation sans changer le morphisme 
Gm — > Out (A), on peut se ramener au cas ou A/ J A est en degre 0. 
Lorsque A est semi-simple et en degres positifs, alors A = A . 

Lemme 5.13. L 'algebre A est en degres positifs si et seulement si A/ J 2 A est en degres positifs. 

Demonstration. Supposons A/ J 2 A en degres positifs. Soit S une sous- algebre de A qui s'envoie 
bijectivement sur Aj J A. Une famille d'elements de J A qui engendre J A/ J 2 A comme fc-espace 
vectoriel engendre A comme S"-algebre, d'ou le result at. □ 

5.4.2. 

Proposition 5.14. Soit tt : G m — > Out(A). Les assertions suivantes sont equivalentes 

(i) il existe un relevement de tt en un morphisme G m — > Aut(A) qui s'etend en un morphisme 
A 1 End(A) ; 

(ii) pour tout entier positifn, le groupe G m agit (via tt ) avec des poids positifs sur (J A/ J 2 A) q a ; 
(Hi) pour toute graduation associee a un morphisme tt : G m — > Aut(A) relevant tt, pour toute 

suite S n = So, Si, ... , S n -i de A-modules simples de degre et pour tous do, ... , d n -\ G Z 
tels que Ext 1 (5'j, S i+ i(—di)) ^ 0, alors Y^i^i — / 
(iv) le morphisme G m — > Out (A/ J 2 A) deduit de it par le morphisme canonique se releve en 
un morphisme G m — > Aut(A/J 2 A) qui s'etend en un morphisme A 1 — > End(A/J 2 A). 

Demonstration. Inequivalence entre (ii) et (iii) resulte de la proposition 15.41 Notons que (i) 
implique bien sur (ii) et (iv). 

Soit / : Out(^4) — > Out(A/J 2 A) le morphisme canonique. Le morphisme canonique Int(A) — > 
lnt(A/J 2 A) est surjectif et sa restriction a un tore maximal est un isomorphisme, done tout 
relevement de fn en un morphisme G m — > Aut(A/J 2 A) provient d'un morphisme tt : G m — > 
Aut(A) relevant 7f. Les lemmes [5. 1 II et [5.131 montrent alors que (iv)=^(i). 

Supposons (iii). Choisissons un relevement de n en un morphisme n : G m — > Aut(A) tel que 
A I J A est en degre 0. 

Soient S et T deux A-modules simples de degre 0. Soit f(S,T) le plus petit entier d tel qu'il 
existe des A-modules simples Si, . . . , S n de degre et des entiers d , . . . ,d n verifiant 

Ext 1 ^, S^-do)) + 0, Ext 1 ^, S 2 {-d x )) ± 0, . . . , 

Ext 1 ^.!,^-^)) ^0,Ext\S n ,T(-d n )) ^0 

et di = d. 

On a f(S, T) + f(T, U) > f(S, U) et f(S, T) + f(T, S) > pour tous S, T et U simples de degre 
0. Par consequent, il existe une application d de l'ensemble des classes d'isomorphisme de A- 
modules simples de degre vers les entiers telle que la fonction f'(S, T) = f(S, T) + d(S) —d(T) 
ne prend que des valeurs positives (cf lemme I5TT51 ci-dessous). En remplagant A par l'algebre 
graduee Endgr ( - A7r - ) (0 5 P$ imS (d(S))), on a Ext 1 (S', T(d)) = pour d > pour tous modules 
simples 5* et T de degre 0. Puisque on a un isomorphisme de (A, v4)-bimodules gradues (lemme 

J A/. J 2 A ~ 0(T ® S*)dimExti(S,T<d»^ 
S,T,d 

on en deduit que J A/ J 2 A est en degres positifs, done A aussi, par le lemme 15.131 On a done 
demontre (iii)=^(i). □ 
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Lemme 5.15. Soit E un ensemble fini et f : E X E — > Z telle que f(x, y) + f(y, z) > f(x, z) et 
f(x, y) + f(y, x) > pour tous x,y,z G -E. Alors, il existe d : E — > Z ie//e g«e f : E x E Z 
donnee par f'(x,y) = f(x,y) + c/(x) — c/(y) ne prend que des valeurs positives. 

Demonstration. On prouve le lemme par recurrence sur la valeur absolue de la somme des 
valeurs negatives de /. Soit EL l'ensemble des x G E tels qu'il existe y G E avec f(x,y) < 0. 
Supposons £L 7^ 0. Soit c : E —> Z donnee par c(x) = 1 si 1 6 et c(x) = sinon. On 
considere la fonction g donnee par g(x,y) = f(x,y) + c(x) — c(y). Si x G E-, alors g(x,y) = 
f(x,y) ou g(x,y) = f(x,y) + 1. Soient x ^ et y G i? tels que f(x,y) = 0. Alors, tout z, on 
a f(x,z) < f(y,z). Par consequent, y G^ -E 1 -. On en deduit que g(x,y) = f(x,y). On a montre 
que la somme des valeurs absolues des valeurs negatives de g est strictement inferieure a la 
somme correspondante pour /. Puisque g verifie encore les hypotheses du lemme, on conclut 
par recurrence. □ 

Remarque 5.16. Dans la proposition, on peut bien sur supposer que n est au plus le nombre 
de A-modules simples. 

Remarque 5.17. La positivite de l'homologie cyclique ou de l'homologie de Hochschild de A 
ne suffit pas pour avoir une graduation positive. 

5.5. Dualite. 



5.5.1. Soit A une algebre de Frobenius, i.e., on se donne v un automorphisme de A et A* A v 
un isomorphisme de (A, v4)-bimodules. On suppose A graduee et indecomposable. On notera 
n = ua = sup{i\Ai 7^ 0} — inf{i|v4j 7^ 0}. 

Proposition 5.18. On a des isomorphismes de (A, A)-bimodules gradues A* ~ A u (n). Plus 
generalement, (soc*v4)* ~ (A/ J 1 A) Cgu A u (n) pour tout i>0. 

Demonstration. La premiere assertion resulte immediatement du lemme 15.11 puisque A v et A* 
sont indecomposables et isomorphes comme (A, A)-bimodules non gradues. 

L 'isomorphisme canonique (soc*^)* ^> (A*/ J 1 A*), permet de deduire la deuxieme assertion. 

□ 

Un isomorphisme / : A u (n) — > A* provient d'une forme lineaire t : A(n) — > k : on a 

f = t : A u (n) ^ A*, a h-> (a f-> t(a'a)). 

Rappelons que l'algebre A (munie de / ou, de maniere equivalente, de t) est symetrique si 
v = id. 

Fixons une telle forme. Pour tout A-module gradue V, on dispose alors d'isomorphismes de 
A°-modules gradues (le premier est une adjonction, le second fournit par /) : 

V* ^ Homgr A (y, A*) ^ Homgr j4 (V, A v )(n). 

Soit X un A-module gradue et P un A-module projectif indecomposable gradue. On a un 
accouplement parfait 

Hom(P, X) ® k Hom(X, P v (n)) -»■ k. 
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5.5.2. Supposons maintenant A non-necessairement de Frobenius, mais auto-injective. Soit A' 
une algebre basique Morita-equivalente a A : c'est encore une algebre auto-injective, done elle 
est de Frobenius. 

On dispose d'un automorphisme v de l'ensemble des classes d'isomorphisme de A-modules 
simples (=ensemble des classes d'isomorphisme de A'- modules simples), 1' automorphisme de 
Nakayama, et d'un accouplement parfait 

Rom(P v ,X) ®k Hom(X,P u(y) (n}) -»■ k 

pour tout A-module simple V. 

5.6. Matrices de Cartan. On suppose ici A auto-injective et indecomposable. Soit S l'en- 
semble des classes d'isomorphisme de A-modules simples de degre et r son cardinal. La matrice 
de Cartan graduee C de A est la (S x <S)-matrice sur Zfg,^" 1 ] dont le coefficient C(V,W) est 

C(V,W) = ^gMimHom(Py,P w (i}). 

i 

On notera I4i l'automorphisme de Z[q, q' 1 } qui echange q et q~ x . 

Proposition 5.19. On a C(V, W) = q n C(W,u(V)). 
Si A <0 = 0, alors 

det C = c + a x q + . . . + a nr _iq nr ~ l + e(u)cq nr 

ou a±, . . . ,a nr -\ sont des entiers, c est le determinant de la matrice de Cartan de Aq et e(u) 
est le signe de la permutation v de S . 

Demonstration. La premiere egalite resulte de l'isomorphisme du §5.5.21 : 

Hom(P y ,P w («))* ~ ttom(P w ,P v{v) (n-i)). 

Lorsque A <0 = 0, la matrice de Cartan est a coefficients dans Z[q] et il est clair que sa partie 
constante est la matrice de Cartan de A . Le degre de det C est au plus nr et le coefficient de 
q nr dans det C est le terme constant de q nr det C = e(y) det C . □ 

5.7. Degre 0. Lorsque A/ J A est concentree en degre (c'est le cas si A est basique car alors 
A/ J (A) est un produit de copies de k), alors les A -modules simples sont les restrictions des 
A-modules simples et A <0 © A >0 C J (A). 

On prend dans le reste de cette partie §5.71 pour A une algebre graduee telle que A <0 = 0. 
On a alors A ^> A/A >0 . 

On a un foncteur exact pleinement fidele de A/A >0 <S>^ — : y4 -mod — > A-modgr d'image la 
sous-categorie de Serre des A-modules gradues concentres en degre 0. C'est un foncteur exact, 
d'inverse a gauche le foncteur exact "poids 0" . Le foncteur Horn a{A/A >0 , — ) est adjoint a droite 
de A/A >0 <S)ji — et est aussi un inverse a gauche. 

En derivant, on obtient 

Proposition 5.20. Le foncteur A/Ayo (g>^ — : D(Ao-Mod) — > ^(A-Modgr) est pleinement 
fidele. 

Demonstration. En effet, le foncteur PHom^_ Modgr (y4/A >0 , — ) est adjoint a droite. C'est aussi 
un inverse a gauche car Ext^(A/A >0 , M) = pour i > et M un A-module tel que M = M. 
On en deduit que A/A >0 g)^ — est pleinement fidele. □ 

Proposition 5.21. On a V equivalence des assertions suivantes : 
(i) L 'algebre A est de dimension globale finie. 
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(ii) Le A-module Aq engendre D b (A-modgr) comme sous-categorie epaisse close par decalage 

(-)■ " 

(iii) Pour tous V, W dans D b (A-modgr), on a Hom^V, W[i}) = pour i » 0. 

Si en outre A est auto-injective, ces assertions sont equivalentes a 

(iv) Pour V etW dans A-stabgr ; on a Ext^(V, W) = pour i » 0. 

Plus precisement, la dimension globale de Aq est le plus petit entier d tel que pour tous A- 
modules V et W , on a Ext^(V, W) = pour i > (d + 1)(1 + b — a), ou a (resp. b) est le plus 
petit (resp. grand) entier tel que V a ^ (resp. Wb 0). 

Demonstration. Inequivalence de (iii) et (iv) est claire. 

(i) est equivalent a la propriete que les A -modules simples sont quasi- isomorphes a des 
complexes bornes de Ao-module projectifs. Par consequent, (i) implique (ii). 

Supposons maintenant (ii). Soit V un A - module. Alors, V est extension iteree de complexes 
P[i](j) oil P est un y4 -module projectif. Apres application du foncteur "poids 0", on obtient 
V comme extension iteree de complexes P[i}. Puisque Ext l A (A , A ) = Ext l Ao (A Q , A ) = pour 
i 7^ 0, on en deduit que V est quasi-isomorphe a un complexe borne de A -modules projectifs. 
On a ainsi montre (i). 

Supposons Ext^(V, W) = pour i > n et pour tous y4 -modules simples V et W . Alors, A 
est de dimension globale inferieure a n, puisque Ext^ o (V,W / ) = Ext A (V,W). En particulier, 
(iii) implique (i). 

Supposons Aq de dimension globale d. Nous allons montrer que pour tout A -module V, le 
module Q d A +1 V est engendre en degres > 1. 

Le A-module V est quasi-isomorphe a un complexe borne C de v4 -modules projectifs avec 
C l = pour i < —d et i > 0. Chaque A-module C l admet une resolution projective dont 
tous les termes, sauf le premier, sont engendres en degres > 1. On en deduit que V a une 
resolution projective ou tous les termes sont engendres en degres > 1, sauf les d + 1 premiers. 
Par consequent, Vt d A +1 V est engendre en degres > 1. 

On en deduit que si S et T sont deux A -modules simples, alors Ext^S*, T(n)) = pour 
i > (d+ 1)(1 — n). On obtient alors que (i) implique (iii) et on deduit aussi la derniere partie 
de la proposition. □ 

6. Equivalence stables graduees 

6.1. Invar iances. 

6.1.1. Graduation. Soit A une fc-algebre auto-injective graduee. Soit B une fc-algebre auto- 
injective. 

Theoreme 6.1. SoientL un (A, B)-bimodule et L' un (B, A)-bimodule induisant des equivalences 
stables (non graduees) inverses entre A et B (cf §^.ff. Ity . 

Alors, il existe une graduation sur B et des structures de bimodules gradues sur L et L' . En 
particulier, L et L' induisent des equivalences inverses entre les categories S-stabgr et A-stabgr. 

Demonstration. II suffit de traiter le cas ou L et L' sont indecomposables, quitte a remplacer 
A et B par des blocs. 

Soit a : G m — > Aut(A) induisant la graduation sur A. Soit r un morphisme G m — > Aut(-B) 
dont l'image dans Hom(G m , Out°(-B)) correspond a celle de a dans Hom(G m , Out (A)) via 
1'isomorphisme Out°(v4) ^> Ont°(B) induit par L (theoreme l4.15p . Celamunit B d'une structure 
graduee. 
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Pour x G fc x , on a (At(z)) ®a L ®b B t ^ ~ L. Par consequent, le (A ® £>°)-module L est 
graduable (proposition 15. ip . Ainsi, on a obtenu une structure d'algebre graduee sur B et une 
structure graduee sur le (A, £?)-bimodule L. On procede de meme pour L'. □ 

Remarque 6.2. Rappelons la construction en terme de bimodules. Soit X = t _1 ], vu 
comme y4 en [/f:, t _1 ]-module par multiplication de A[t,t _1 ] a gauche et ou Paction de a G A^ a 
droite est la multiplication par fa. Soit Y = L' Cg>A X Cg)^ L. C'est un B en [t, t _1 ]-module. La 
preuve du lemme W. 141 montre l'existence de B en [t, t _1 ]-modules Z et P tels que Z est localement 
libre de rang 1 comme B[t, t _1 ]-module et comme B°[t, t _1 ]-module et P est localement projectif 
comme B en [t, t _1 ]-module, avec Y = P@Z. Alors, Z est isomorphe au B en [t, t _1 ]-module associe 
a r. 

On demontre de la meme maniere, en utilisant le theoreme I4.6[ le resultat suivant : 

Theoreme 6.3. Soient A et B deux k-algebres de dimension finie. On suppose A munie d'une 
graduation. Soient L G D b (A <g> B°) et V G D h {B ® A°) induisant des equivalences derivees 
(non graduees) inverses entre A et B (cf ^JJZJfy . 

Alors, il existe une graduation sur B et des structures de complexes de bimodules gradues 
sur L et L' . En particulier, L et V induisent des equivalences inverses entre les categories 
D 6 (£>-modgr) et D b (A-modgr) . 

6.1.2. Longueur. Soient A et B deux /c-algebres auto-injectives graduees indecomposables et 
non simples. Soit Le (A® £>°)-modgr induisant une equivalence stable. 

Les longueurs des graduations (cf §5.51) des deux algebres coincident : 
Lemme 6.4. On a ua = ub- 

Demonstration. Les bimodules gradues Homgr A (L, A) et Homgr B (L, B) sont isomorphes dans 
(B <S> A°)-stabgr (unicite a isomorphisme pres d'un adjoint de L ® B — ). Ces derniers sont 
respectivement isomorphes a L*(— ua) et L*(— ns) (lemme f5. 18|) . □ 

Lemme 6.5. On a det Ca G ±g z • det Cb- 

Demonstration. Cela resulte de la commutativite du diagramme de groupes de Grothendieck 
(en fait de Z[q, g _1 ]-modules) 

-K"o(^4-projgr) >■ K (A-modgr) *~ coker Ca ** 

i^o(-B-projgr) — ^ K (5-modgr) ^ coker C B >- 

ou les fleches verticales sont induites par L ®a — ■ D 

6.1.3. X ombre de modules simples. Nous en arrivons maintenant au point crucial de cette etude 
numerique, qui montre la pertinence de la prise en compte des graduations. 

Si A est de dimension globale finie, alors B est aussi de dimension globale finie (proposition 

La proposition suivante fournit une reponse positive a la conjecture d'Alperin-Auslander dans 
le cadre d'algebres positivement graduees. 
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Proposition 6.6. Soient A et B deux k-algebres auto-injectives graduees indecomposables. On 
suppose qu'il existe une equivalence stable entre ces algebres induite par un bimodule gradue. 

Si Ao est de dimension globale finie et si A et B sont concentrees en degres positifs, alors A 
et B ont le meme nombre de modules simples. 

Demonstration. On sait que ha = n-B d'apres le lemmeEH Puisque A Q et B Q sont de dimension 
globale finie, leurs matrices de Cartan sont inversibles sur Z. 

D'apres le lemme 1631 et en utilisant la description du determinant de la matrice de Cartan 
graduee donnee par la proposition I5.19[ on obtient Ta^a = tbUb- Enfin, ns ^ 0, car B ^ B Q 
puisque Bq est de dimension globale finie (une algebre symetrique de dimension globale finie 
est semi-simple). □ 

Remarque 6.7. Le probleme de la positivite d'une algebre stablement equivalente a une algebre 
positivement graduee est delicat. II existe une graduation sur l'algebre F 2 2l4 et une equivalence 
stable (et meme derivee) avec le bloc principal A de F 2 2ls telles qu'il n'existe pas de graduation 
positive sur A compatible avec l'equivalence. 

Etant donnee une algebre auto-injective A graduee en degres positifs, dans quels cas peut-on 
reconstruire A a partir de A ? II serait aussi interessant d'etudier le cas ou l'algebre differentielle 
graduee REnd' A (A/A >0 , A/A >0 ) est formelle. 

6.1.4. Relevements d' equivalences stables. 

Definition 6.8. Soit A une k-algebre symetrique indecomposable. On dit que A admet des 
relevements d 'equivalences stables si toute equivalence stable de type de Morita entre A et une 
algebre symetrique indecomposable B se releve en une equivalence derivee. 

Remarque 6.9. Notons qu'on peut aussi demander la propriete plus faible suivante : si B est 
une fc-algebre symetrique et s'il existe une equivalence stable de type de Morita entre A et B, 
alors il existe une equivalence derivee entre A et B. 

Notons enfin que la generalisation directe au cas de corps non algebriquement clos n'est pas 
raisonnable : deux extensions galoisiennes non-isomorphes du corps sont stablement equivalentes 
mais non derive-equivalentes. 

6.2. Algebres de groupes et graduations. 

6.2.1. Blocs locaux. 

. Soit k un corps de caracteristique p. 

Soit P un p-groupe abelien. L'algebre kP est isomorphe a l'algebre graduee associee a la 
filtration par le radical de kP : i J l kP / J' l+l kP . 

On obtient un isomorphisme en choisissant des generateurs ai, . . . , a n de P d'ordres d\, . . . , d n 
tels que P = Ylii^i)- Alors, 

kP ^ k[xi, x r ]/{xf) ^ J l kP/J l+l kP 



o~i — 1 1 — ¥ Xi i — y o~i — 1 
ou a, — 1 est l'image de <Tj — 1 G JkP dans i J l kP/ J l+1 kP. 

Soit E un p'-sous-groupe d'automorphismes de P, E une extension centrale de E par k x 
et A = k^P xi E l'algebre de groupe de P x E tordue par l'extension centrale. Alors, A est 
isomorphe a 0^ J % A/J 1+l A. 

Un tel isomorphisme fournit une graduation sur A. On a A = k*E. 
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. Reprenons la construction plus explicitement. 

Soit P un p-groupe abelien homo cy clique d'exposant p r . 

Choisissons un sous-espace V de J(kP) tel que J{kP) = V ®J{kP) 2 . Alors, kP est engendree, 
comme fc-algebre, par 1 et V. Le noyau du morphisme canonique S(V) — » kP est V p ' . On definit 
done une graduation de kP en prenant k ■ 1 en degre et V en degre 1. 

. Soit P un p'-groupe agissant sur P. On a une suite exacte scindee de /cP-modules 

-> J(A;P) 2 -> J(jfeP) ->• J(kP)/J{kPf -> 0. 

Soit V un sous-fcP-module de J(kP) tel que J(kP) = V © J(kP) 2 . Alors, on munit /cP de la 
graduation oil V est en degre 1 et k ■ 1 en degre : e'est une graduation P-invariante. 

Donnons-nous en outre une k x -extension centrale P de E. Considerons maintenant A = 
k*(P x E). Alors, on munit A de la graduation telle que k*E est en degre et V en degre 1. 

. Prenons maintenant P un p-groupe abelien quelconque et E un p'-groupe agissant sur P. 
Puisque les Z p P-modules indecomposables de torsion sont homocycliques, il existe une decomposition 
P-stable P = Y\i Pi, oil Pi est homocyclique d'exposant p\ 

Pour chaque i, on fixe Vj, un sous-fcP-module de J(kPi) tel que J(kPi) = Vi © J(kPi) 2 . Soit 
V = ®iVi. On munit alors kP de la graduation ou V est en degre 1. Comme plus haut, etant 
donnee une fc x -extension centrale E de E, on munit fc*(P x P) de la graduation telle que k^E 
est en degre et V en degre 1. 

6.2.2. Application. Soit G un groupe fini, k un corps algebriquement clos de caracteristique p, 
A un bloc de kG de defaut D. Soit P le bloc correspondant de Nq(D). D'apres |Kuj . Falgebre 
P est Morita-equivalente a une algebre de groupe tordue k*D x P, ou P = Nq(D, 6d)/Cg(P), 
E est une extension centrale de P par A; x et (D,bo) est une A-sous-paire maximale. 

Theoreme 6.10. Si D est cyclique, abelien elementaire de rang 2 ou si D est abelien d'ordre 
8, alors il existe une graduation sur A et une equivalence stable graduee entre A et B. 

Demonstration. D'apres |Roul| Theorem 6.3 et Theorem 6.10] et |Rou5] (blocs non principaux), 
il existe une equivalence stable de type de Morita entre A et P. Le theoreme resulte alors du 
theoreme 16.11 □ 



Le cas des blocs a defaut cyclique a ete etudie en detail par D. Bogdanic |Bog . 

La conjecture de Broue |Broj sur les blocs a defaut abelien predit que les conclusions du 
theoreme 16. 1UI sont vraies si D est abelien (la conjecture predit plus precisement que les blocs 
seront derive-equivalents). Si cette conjecture est vraie, alors tous les blocs a defaut abelien ont 
une graduation non triviale. 

Remarque 6.11. Puisque la conjecture de Broue est prouvee pour les groupes symetriques 
|ChRou] , on obtient des graduations sur les blocs a defaut abelien des groupes symetriques. En 
transferant la graduation canonique sur les "bons blocs" , on obtient des graduations dont il est 
naturel de conjecturer que les matrices de Cartan graduees associees sont decrites par des po- 
lynomes de Kazhdan-Lusztig paraboliques. Le transfert des graduations provient d'operateurs 
du type "tresses elementaires" . En fait, |Rou4j montre que ces graduations sont compatibles aux 
foncteurs induction et restriction appropries. La somme des categories de representations de 
groupes symetriques sur k fournit une 2- representation "simple" de sip qui se retrouve automati- 
quement munie de graduations. Celles-ci se decrivent de maniere explicite via un isomorphisme 
avec des algebres cyclotomiques de Hecke de carquois |BruKlt IRou4j . 
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Question 6.12. On suppose D abelien. Existe-t'il une graduation en degres positifs sur A, 
compatible avec une equivalence derivee avec B, muni de sa graduation canonique ? Peut- 
on trouver une telle graduation telle que REnd* A (A/A >0 , A/A >0 ) est une algebre different ielle 
graduee formelle ? 



L'existence de graduations positives est connue si D est cyclique [Bog]. Elle est vraie aussi 
si D ~ (Z/2) 2 . 

Question 6.13. Soit P un p-groupe abelien, E un sous-groupe d'ordre premier a p du groupe 
d'automorphismes de P et considerons une extension centrale E de E par k x . Est-ce que k*P>iE 
satisfait les relevements d'equivalences stables ? 

Une reponse affirmative a une forme plus precise de la question 16.131 a pour consequence une 
reponse affirmative a la conjecture de Broue |Roul| lRou5j . 



6.3. Extensions triviales d'algebres. 



6.3.1. Soit B une fc-algebre de dimension finie. On definit l'algebre T(B) = B © B* avec le 
produit 

(a J) ■ (b,g) = (ab,ag + fb) 

oil on a utilise la structure de (B, £?)-bimodule de B*. 

L'algebre T(B) est graduee, avec B en degre et B* en degre 1. On a une forme lineaire 
canonique sur T(B) : 

t:T(B)^k(-l), (a,f)^f(l) 
qui induit une structure d'algebre symetrique sur T(B). 

Une algebre graduee extension triviale se reconnait aisement : 

Proposition 6.14. Soit A une k-algebre symetrique graduee en degres et 1 munie d'une 
forme symetrisante t : A — )■ k(— 1). Alors, 

<f) = (id, t\ Al ) :A = A ®A 1 -> T(A Q ) = A ®A* 

est un isomorphisme d'algebres graduees. 

Demonstration. Soit a 6 A et b G A\. Alors, <f)(ba) = (l,t(ba)) = (l,t(b)a) = (1, t(b))(a, 1) = 
<j){b)(j){a) et (j){ab) = (1, *(a6)) = (1, at{b)) = <j>{a)<f>{b) . □ 

6.3.2. Le theoreme suivant etend la proposition 15.201 II est du a Happel |Ha[ Theorem 10.10] 
lorsque A = T(Aq) et A est de dimension globale finie. 

Theoreme 6.15. Soit A une k-algebre graduee auto-injective avec A<q = 0. Si socA C Ayo, 
alors le foncteur compose 

D\A -mod) AM> ° 8a °~> D 6 (A-modgr) ^ A-stabgr 

est pleinement fidele. 

Si en outre A = Aq(BA\ et Aq est de dimension globale finie, alors le foncteur D b (Ao-mod) — > 
/L-stabgr est une equivalence. 
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Demonstration. Notons que A n'a pas de module simple projectif, puisque socA C A>o- Soient 
M et N deux A -modules simples. Soit d > 0. Alors, soc Q d N est en degres > 0. Par consequent, 
Hom A . modgr (M, Q d N) = 0. 

On a Rom D b ( A _ modgr } (M, N[d]) ^> Hom,i- s t a bgr(M, Q~ d N). Cet isomorphisme reste vrai pour 
d — car A n'a pas de module simple projectif. On en deduit que Hom D b( Ao _ mod ^(M, N[d]) ^> 
Hom J 4_ sta b gr (M, Q~ d N) pour tout d. Puisque les modules simples engendrent D b (A -mod) comme 
categorie triangulee, la premiere partie du theoreme est etablie. 

Supposons maintenant A = A © Ai et A est de dimension globale finie. Alors, Ai est un 
cogenerateur injectif. Soit T la sous-categorie epaisse de D b (A-raodgi) engendree par A et par 
les A(i) pour i 6 Z. On a Ai(-l) ~ £l(A ) G T, done M(-l) G T pour tout M G A -mod. 
Par recurrence, on en deduit que M{—i) G T pour tout z > et tout M G A -mod. 

On a Ai G T, done A (l) ~ fT 1 ^) G T. Par consequent, M{1) G T pour tout M G A -mod 
et par recurrence, on deduit que M(i) G T pour tout « > et tout M G v4 -mod. 

Finalement, T = -D b (A-modgr), done A-stabgr est engendree par Aq. Ceci montre que le 
foncteur D b (Ao-mod) — > A-stabgr est une equivalence. □ 

Rappelons le resultat suivant de Rickard [Pu] Theorem 3.1] : 

Theoreme 6.16. Soient A et B deux k-algebres de dimension finie et F : D b (A Q -mod) ^> 
D b (B Q -mod) une equivalence de categories triangulees. Alors il existe une equivalence de categories 
triangulees graduees G : _D b (T(Ao)-modgr) — > D b (T (Bo)-modgr) rendant le diagramme suivant 
commutatif 

D b (A -mod) z " D b (B -mod) 

can can 

£> 6 (T(A )-modgr) D b (T (B )-modgr) 

Corollaire 6.17. Soient A une k-algebre de dimension finie et de dimension globale finie. Soit 
B une k-algebre symetrique graduee indecomposable telle que B<q = 0. 

Toute equivalence triangulee graduee T(A )-stabgr ^> I?-stabgr se releve en une equivalence 
triangulee graduee D b (T (A Q )-modgr) ^ D b (B-modgr) . 

Demonstration. Le lemme 16.41 montre que Bi = pour % > 1 et que B admet une forme 
symetrisante ts '■ N — >■ k(—l). La proposition 16.141 fournit alors un isomorphisme d'algebres 
graduees B ^> T(B Q ). Les theoremes 16.151 et 16.161 fournissent la conclusion. □ 

Rappelons qu'une categorie abelienne C est hereditaire si Ext^ = pour i > 2. Si C est 
une categorie fc-lineaire dont les Horn sont de dimension finie, on appelle foncteur de Serre un 
foncteur S : C — >■ C muni d'isomorphismes bifonctoriels 

Hom(M, N)* ^ Hom(iV, S(M)) 

pour M,N EC. 

Le resultat suivant est proche de resultats dus a Asashiba |Asll |As2j (Asashiba suppose que 
T(A ) est de type de representation fini). 

Theoreme 6.18. Soit Aq une k-algebre de dimension finie indecomposable. Supposons qu'il 
existe une categorie abelienne hereditaire C telle que D b (Ao-mod) ~ D b (C). Alors, T(Aq) admet 
des relevements d 'equivalences stables. 
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Demonstration. Soit B une /c-algebre symetrique indecomposable munie d'une equivalence 
stable de type de Morita avec T(Aq). D'apres le theoreme I4.15[ il existe une graduation sur 
B compatible avec l'equivalence. En composant avec l'equivalence du theoreme 16.151 et celle 
fournie par l'hypothese, on obtient une equivalence 

F : 5-stabgr ^ D h (C). 

Soient S n = S , Si, ... , 5 n _x des S-modules simples de degre et soient d , . . . , d n -\ G Z tels 
que Ext 1 (S'i, Si+i(—di)) ^ 0. Puisque F(Si) est un objet indecomposable de D b (C) et que C est 
hereditaire, il existe un entier tel que F(Si) ~ Mj[nj], ou Mj = H~ ni (F(Si)) G C. 

Le foncteur de Serre de 5-stabgr est 0,(1). On a done 

Ext^SuSt^i-di)) ~ Rom B _ stahgr (S l ,n d *- 1 S- d *(S i+1 )) 

~ Hom Di , (c) (M l , S- di (M i+1 )[n i+1 -m + l-di}). 

Le lemme IB.19I ci-dessous montre que l'homologie de S~ di (M i+ i) s'annule en degres > di. 
Puisque l'espace des Horn ci-dessus est non nul, on en deduit que — n i+ i + 2di > 0. Par 
consequent, Y^=o ^ — ®- proposition 15.141 montre alors que la graduation sur B peut etre 
choisie en degres > 0. Le corollaire 16.171 fournit la conclusion. □ 

Lemme 6.19. Soit C une categorie abelienne hereditaire et S un foncteur de Serre pour D b (C). 
Soit M G D b (C), r G Z et d G Z> . Si H*(M) = pour i > r, alors H\S- d (M)) = pour 
i > r + d. 

Demonstration. Soit n maximum tel que iV = H n (S~ 1 M) ^ 0. On a Hom(S' _1 M, iV[— n]) ~ 
Hom(N, M[n})* ^ 0. Par consequent, r — n > —1. On en deduit le lemme par recurrence sur 
d. □ 

6.4. Algebres exterieures. 

6.4.1. Soit k un corps algebriquement clos et V un espace vectoriel de dimension finie sur k. 
Soit G un groupe fini d'ordre inversible dans k et p : G — > GL(V) une representation. 

Soit A = A(V) x G le produit croise : A = A(V) <S> kG comme espace vectoriel, A(V) <S> k et 
k <S> kG sont des sous-algebre et gvg~ l = g(v) pour g G G et v G V. L'algebre A est graduee : 
kG est en degre et V en degre 1. 

Fixons un isomorphisme d'espaces vectoriels A n V k, ou n = dimV. Soit v G GL(V r ) la 
multiplication par (— l) n+1 . On note encore v l'automorphisme d'algebre induit de A(V). On 
etend enfin v a un automorphisme d'algebre de A par v(g) = det(g)g. 

On definit la forme lineaire t : A — > k(—n) par t(x ® g) — 8\ g t(x) pour g G G et x G A n \^ et 
par £(a) = si a G A <n . On a t(ab) = t(bv{aj) pour a, b G A. 
On a un accouplement parfait 

A x A — > k(—n), (a, b) t(ab) 

et 

t : A v (n) -> A*, b ^ (a ^ t(ab)) 
est un isomorphisme de A^-modules gradues. En particulier, A est une algebre de Frobenius. 

Proposition 6.20. L'algebre A est symetrique si et seulement si p(G) < SL(V) et (— l) dim v+1 e 
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Demonstration. L'algebre A est symetrique si et seulement si v est interieur. 

Supposons p{G) < SL(V) et soit g G G tel que p(g) = (— l) n+1 G G. Alors, v = ad(g). 

Supposons v interieur. L'action de v sur A est interieure, done p{G) < SL(V). Supposons n 
pair. Soit a G A x tel que ad(a) = v. L'action de ad(a) sur V A<i/A ne depend que de l'image 
a de a dans (kG) x A x /(1 + JA). On a p{a) = (— l) n+1 . Decomposons a = J2 g £G a a9 avec 
a g G k. Soit v G V. On a ad(a)(v) = —v, done av = —va, i.e., J2 g a g9( v ) ® 9 = ~ J2 g a g v ® 9 
et finalement g{v) = —v si a g ^0. Soit (7 G G tel que 0. Alors, p(g) = — 1. □ 

Question 6.21. Supposons p(G) < SL(V) et e p (Q). Est-ce que A(V) x G satisfait 

les relevements d'equivalences stables ? 

La question precedente est importante pour la theorie des representations modulaires des 
groupes finis. Supposons k de caracteristique 2. Soit P un 2-groupe abelien elementaire et 
G un groupe d'automorphismes d'ordre impair de P. La construction du §6.2.11 fournit un 
isomorphisme de fc-algebres kP x G ~ A(V) xi G, ou V = P®f 2 fc. Par consequent, une reponse 
affirmative a la question 16.211 pour (V, G) implique une reponse affirmative a la question 16.131 
pour(P,G). 



6.4.2. Dimension 2. Supposons maintenant p injective, p(G) < SL(V), G n'est pas un groupe 
cyclique d'ordre impair et la caracteristique de k n'est pas 2. II existe alors o G G tel que 

P(*) = -1- 

Soit I l'ensemble des classes d'isomorphisme de representations irreductibles de G sur k. Soit 
J le sous-ensemble de I des representations triviales sur a. Soit A le carquois de sommets / 
avec dimHom(x, ip ® p) fleches de if) vers x, lorsque ip G / — Iq et x G ^> 

Lemme 6.22. On a ?m isomorphisme d'algebres A(V) xiG ~ T(C), ou C est Morita-equivalente 
a l'algebre de carquois de A. 

Demonstration. Soit e x l'idempotent primitif de ZikG) associe a x ^ ^- Ori definit A' = 
End J 4(0 xg/o Ae x © © x6/ _ Jo Ae x (l)). On a. A' = A comme algebres non graduees, mais A' a 

une graduation differente. On a une equivalence de categories abeliennes graduees A'-modgr ^> 
yl-modgr ( §5.3j) . On a A' = A' Q © A' 2 . On considere pour finir la graduation sur B = A obtenue 
en divisant les degres par 2 : Bo = A' et B\ = A' 2 et B a une forme symetrisante B — > k(—l). 
L'algebre Bq est Morita-equivalente a l'algebre du carquois A. D'apres la proposition I6.14[ on 
aB-T(B ). ' ' □ 

Theoreme 6.23. Si dimV^ = 2, k n'est pas de caracteristique 2, p est injective et G < 
SL(V) n'est pas un groupe cyclique d'ordre impair, alors A(V) X G satisfait les relevements 
d'equivalences stables. 

Demonstration. Le theoreme resulte du lemme 16.221 ci-dessous et du theoreme 16.181 □ 

Remarque 6.24. Une algebre de Brauer associee a une ligne avec multiplicite 1 est isomorphe 
a une extension triviale de l'algebre d'un carquois de type A ou aucun sommet n'est la source 
(resp. le but) de deux fleches distinctes Bog, Proposition 8.1]. Le theoreme 16.181 montre alors 



qu'une telle algebre de Brauer (et done toute algebre de Brauer a multiplicite triviale) satisfait 
la propriete de relevement. C'est un resultat classique et l'approche d'Asashiba |Aslj de ce 
resultat est proche de celle que nous avons adoptee. 
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